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. Monotonitas, korlatossag

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, sorozat
e monoton névs, ha minden n € N esetén a, < ap41-
e monoton csokkend, ha minden n € N esetén a, > ap41-
e alulrol korlatos, ha létezik ¢c1 € R, hogy minden n € N esetén a,, > c;.

o feliilrsl korlatos, ha létezik co € R, hogy minden n € N esetén a,, < cs.

1. Feladat: Monotonak-e, illetve alulrdl és/vagy feliilr6l korlatosak-e az alabbi sorozatok?

(a) an =535

n2a(—1)"
(b) by = "5

Megoldds:

(a)

e Monotonitds: Vizsgaljuk meg az els6 par elemet: a1 = 3, as = %, a3z = 1, ebbdl azt sejthetjiik, hogy a sorozatunk
esetleg monoton csokkend. Ellenérizziik:

Ay Z Ap+1
2n+1 2n+1)+1 2n+3

> = -(3n—2)-(3 1
3n — 2 = 3+l -2 3n+l \-Bn=2)-(Bn+1)
(2n+1)(3n+1) > (3n —2)(2n + 3)
6n% +5n + 1 > 6n% +5n — 6 \ —n?—5n
1 > 6

Eszerint a,, > a,+1, vagyis a sorozat tényleg monton csokkend.
e Korldtossdg,

— alulrol: Mivel a szaml4alé és a nevez6 is minden n-re pozitiv, igy a,, is pozitiv, tehat a 0 alsé korlat.

— feliilrél: A sorozat monoton csdkkend, tehat fels6 hatara a sorozat elsé eleme, a; = 3.

(b)

e Monotonitds: Vizsgaljuk meg az elsé par elemet: by = 0, by = g, by = %. Mivel by < by és by > bz sorozatunk
nem lehet monoton.

o Korldtossdyg,

— alulrol: Mivel a szamlalé minden n-re nem negativ, a nevezd minden n-re pozitiv, igy a, is nem negtiv,
tehat a 0 also korlat.

— feliilrél: n? 4+ (—=1)" < n? + 1 minden n-re, 2" + 1 > n? + 1 teh4t %;11)” <1.
()



e Monotonitds: Vizsgaljuk meg az els6 par elemet: ¢; = %, o =
esetleg monoton csokkend. Ellenérizziik:

ST

,C3 = %, ebbdl azt sejthetjiik, hogy a sorozatunk

CnJrl é Cn

n n+1 n+1 9 9
- < = . 1)- 2 2
n? +1 = (nF12+1 m2+2n+2 V(1) (074 20+ 2)
n+n+ni+1 < n3 +2n% +2n \—n3—n2—n
1 < n? +n.

Eszerint ¢, > ¢,41, vagyis a sorozat tényleg monton csckkend.

e Korldatossayg,

— alulrol: Mivel a szamléld és a nevezd is minden n-re pozitiv, igy ¢, is pozitiv, tehat a 0 also korlat.

— feliilrél: A sorozat monoton cs6kkend, tehat fels6 hatara a sorozat elsé eleme, ¢; = 0.5.

2. Hatarértékszamitas

2.1. Definicié. Az a,, sorozat hatdrértéke A, ha minden € > 0 létezik olyan Ny kiiszobindez, hogy minden n > Ny

teljesil, hogy |an - A| < e. Jelolés: lim,, o0 ay, = A vagy ay N0 AL

Emlékeztetd:

L. limy, oo (ay £ 0y,) = limy, o @y £ limy, o0 by;

limy, o0 (@p - by) = limy, o0 @y - limy, o0 by;

Ha lim,,_, b, # 0, akkor lim,, . Z—: = m,

Ha k > 0, és minden n-re a,, > 0, akkor lim,,_,o(a,)* = (lim,_. a,);
Ha |q| < 1, akkor lim,, . ¢" = 0;

Ha k& > 0, akkor lim,,_. nlk = 0.

SO AN S R o

2. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

_ 2n+1
(a) an = 5315

_ 4n2+5n+3
(b b" — Tn?2—-8n+9

)
_ Vn?
(C) Cn = 271,-‘:96
)

4n 4 3n
(d dn = 4n++_;’_2n

Megoldds:

(a) Sejtés: a szamlalo és a nevezd is n elséfokt polinomja, ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a hatarérték az elséfoku
tagok hényadosa lesz, vagyis % Ezt igazolhatjuk, tgy hogy a szamlalot és a nevez6t is leosztjuk n-nel (n > 0), majd

felhasznaljuk az emlékeztet&bdl 1-et, 2-t, 3-t és 6-ot.

2 1 2
lim a, = lim nt =l +

im
n—oo n—oo 3N — 2 n—>oo3—% 3—0
(b) Hasonlban, 1, 2, 3 és 6 szerint:

4n’ +5n+3 A+ Rday 44040 4

lim b, = lim ——— im = = —.

n— 00 n—oo Tn2 —8n+9 nooo7—38 49 7T—0+0 7

n n?

(c) Hasonloan 1, 2, 3, 4, 6 szerint:

/16 ' /214 5%) o 1+ ' 1+5
7:11m7: 7—hm =

lim b, = lim lim = 5
n— 00 n—oo 2n +9 n— 00 2n+9 n—oo 2n+9 n—oo 2 -+ b

(d) Hasonlban 1, 3, 5 alapjan:
47 4 3n a1+ (9" T+0 1

lim dy = lim —— > = lim — = =
nhoe T A Be 4R g on T B 164 (2)7 1640 16



3. Kiiszobindex kutatas
3. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi sorozatok esetén az adott e-hoz tartozé Ny kiiszobindex értékét:

(a) a, = 32t ¢ =0.01

n 4n—1"
2_
(b) bn = fﬁzﬁi

Megoldds:

(a) Keressiik azt az Ny szamot, amelyre teljestil, hogy minden n > Ny esetén |a,, — lim, o an| < €. A korébbi-
akhoz hasonléan lathato, hogy lim, o a, = %. Vagyis meg kell vizsgalnunk, hogy milyen n-ekre teljesiil az alabbi

egyenlGtlenség.
B+l 3 _ 1
dn—1 4 100
IR I U N
100 n—-1 4 100
74 3n+1 76
— Al S(4n—1), -1
100 = dn-1 < 100 \-(n 1),
74 174 76 176
—n—— < 3n < —=n-—.
25 100 (%) (%) 25 100
(*): A baloldali (%n — % < 3n) egyenl&tlenség teljesiil, ha n > —%7 vagys mindig.

(*x): A jobboldali (3n < %n — % <) pedig, ha n > % = 44. Vagyis ahhoz, hogy mindkét egyenl6tlenség teljesiiljon
No-t 45-nek kell valasztanunk.
(b) Hasonloan:

-3 1) _ 1
n2+n 2 ~ 1000
Lo wres 1 "
1000 m+n 2 1000 2
499 om? — 3 501
7 i el . (4n?
1000 ~ dn2+n < 1000 \- (4n”+n)
@nz 299 n 2n? -3 < @ﬁ oL
250" T1000" O S 250" T 1000

(x): 0 < 2n? — %nQ — f‘&%n —3=5n? - % — 3, mely teljesiil, hogyha n 5 —5.7 vagy n £ 130.4.

(x%): 2n% — %nQ — %n — 3 < 0, mely teljesiil, hogyha n g —118.9 vagy n £ —6.3.
Eszerint n-nek nagyobbnak kell lennie, mint 130.4 vagyis Ny = 131.
4. Erdésorrend, polinom n-edik gyoke

Emlékeztetd:

1. logn < n € n? € 2" < n! < n", ahol a, < by, hogyha lim,_, =0 (vagyis,
minél el6rébb van egy sorozat a listdban, annal lassabban tart a végtelenhez, ahogy

az n tart a végtelenhez, tehat hogyha elosztjuk eqy a listaban hdtrébb levd sorozattal a

hdnyados a 0-ba tart.)

2. lim,, oo {/cxnF + cp1n*L. . cin + g = 1 (vagyis az n egy polinomjanak n-edik gydke

az 1-hez tart, ahogy az n tart a végtelenbe.)

4. Feladat: Széamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékeét:

2n n

(a) an = 51

(b) by = V2n2 +5n+ 3+ T40
8

(c) cp = "pen



Megoldds:

(a)
42n 3n 42n n 16™ 3n
lim an:hm;hm — + lim — = lim — 4 lim — =0+0 (4.1)

n—oo n—00 n! n—oo n! n—oo n! n—oo n! n—oo n!

Az utolso egyenlGseg abbol kivetkezik, hogy az erdsorrend alapjan 16™ < n! és 3" < nl.

(b)
lim bn—hm 2n2—|—5n+3—|—7 —|—n: lim Von2+5n+34+ lim Tt

= lim V2n?2+5n+3+ hm ——i— lim —n—l—i—O—l—O
n—

n—oQ n—oo N

Az utolso egyenldségben felhasznaltuk, hogy az n egy polinomjanak n-edik gytke az 1-hez tart, ill., hogy 7" <« n™,
n KL n".
(c) Hasonléan a korabbiakhoz, mivel n® < 2" és logn < 2™:

8 +1
lim ¢, = lim 28" _ g (4.3)
n—o00 n—o0o on
5. Az e hatvanyaihoz tart6 sorozatok
Emlékeztetd:
Ha az a,és b,sorozatokra teljesiil, hogy lim, ,, @, = 0 és lim, ., b, = Fo0,
illetve lim,, s @y, * b,, = ¢, akkor lim,, ;o (1 + a,) " = €“.
5. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét:
4 3n+5
(3n+4)9n+7
3n+8
( ) 977,2 Tm+3
gntl 2
(4n+2n+1
Megoldds:
(a)
3n+5 )
Az (1 + 2n473) sorozat éppen (1 + a, )" alaki, ahol a, = ﬁ és b, = 3n -+ 5, tehat az emlékeztetEben
irottak alapjan a
. 4-(3n+5) . 12n+20
c= lim a,-b,=lim ————— = lim ———
n—o00 n—o0 2n — 3 n—oo 2n — 3
hatarértéket kell kiszamolnunk.
gy 12020 1243
R T s T T
Igy, az emlékeztets alapjan
4 3n+5
lim d, = lim (1 + ) =l
n—00 n— 00 2n —3

In+T7
(b) Az e,, = (gﬁig) sorozat nem lim, o (14 a,) bn alaku, de lathato, hogy az alap, (gﬁig) az 1-hez, mig

a kitevs 9n + 7 a végtelenbe tart, ahogy n — co. Igy hasznalhatjuk az emlékeztetSben kimondott tételt. Koénnyen

latszik, hogy a kitev&ben szerepl§ kifejezés 9In+7 = b,,. Az alapban 1év6 (3"+4) kifejezést (1+a,,) alakra kell hoznunk.

3n+8
Vagyis
4
1+(1,,,1*3n+ \—1
3n+8 (5.1)
, 3n+4 3n+4—3n-—38 —4 ’
In = — 1= = .
3n+8 3n+8 3n+8
Tehat .
=(1+a) = (14— )" 5.2
en = (1) ( +3n+8> (5:2)



Az el6z6ho6z hasonloan ki kell szamolnunk a

—4-(9 7
c= lim a, -b, = lim M =
n—o0 n—o00 3n+8
hatarértéket.
. —36n—21 —36
c= lim =

—36m — 21
im ——
n—oo  3n+ 8

= —12.

nsoo 3n+8 3

Igy, az emlékeztets alapjan

o ( - 1¢
lim e, = lim <]_ + ) In+7 _ 6712,

3n+8

(¢) A (b)-hez hasonloan az alap megint nem 1+ a,, alaku, de az alapra teljesiil, hogy

n+1
n+3

— 1 és a kitev6ben szerepld

b,-re: V/9n? — Tn + 3 — oo, vagyis hasznalhatjuk az emlékeztetSbeli tételt. Megint az a,, meghatarozasaval, vagyis az

alap, Z—Ié (1+ a,,) alakra hozéasaval kezdjiik.

1 -2
n + 1

Ap = =

n+3 n+3

Ezutan kiszamoljuk az a,, - b,, hatarértéket (hasonlo hatéarérték volt

—2v9n2 —Tn + 3

a 2. Feladat (c) részében):

= —6.

c= lim -
n— o0 n-+3
Vagyis
lim f, =e ©
n—oo
(d) o
o 4m 2 +n
9n =\ nyong1
e 1. lépés: Hasznalhatjuk az az emlékeztetSbeli tételt? Igem, mert:
n
az alap: 1

7_>
4n 4 on 41

a kitevs: 2" 4+ n? = oo,

e 2. lépés: Az alap megfelels 1 4 a,, alakra hozésa.

4n -
gnyom 41

Ap =

e 3.1épés: Az a, - b, sorozat hatarértékének kiszdmitéasa:

(271+I + ”2)<72n o l)

72.

—on 1
4 2n 41

4" +2-2" 4 n? 2" +n? )

c= lim , = lim
n—00 ,1!), +2n, + l n—o0

e 4. lépés: Egyesitjik az informaciokat.

lim g, =e~
n—oo

6. Gyokos kifejezések kiilonbsége

0. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

(a) an =vn2+3n—+vn2+n
(b) bp=vn?+5n+1—-n
Megoldds:

4n 4 on 41

2

(5.3)

(5.6)

(5.7)

(5.8)



(a)
A gond, hogy a sorozat két olyan kifejezés kiilonbsége, amelyek a végtelenbe tartanak. Szeretnénk eltiintetni a
gyokos kifejezést, ezért beszorzunk a konjugdlttal.

le Vn2+3n—vn2+n
(Vn2 +3n — Vn? + n)(vVn?® + 3n+ vVn? +n)

= lim

n—»o0 V2 +3n++vn2+n

. n?+3n—-n%-n (6.1)
= lim

n—00 \/n2 +3n+vn2 +n

. 2n 2
= lim =121

KRS TOVS IR YL R S

(b)

Hasonloan:

lim vn2+5n+1—n

n—oo
~ lim (Vn?2+5n+1—n)(vVn2+5n+1+n)

n—o0 vn?+oin+1l+n

. n?>+5n+1—n? (6.2)
= lim

n—oo\/n2 +5n+1+n

1
— lim ot _2_5

KRG CVATNRE IR D
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