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1. Egyenesek

A v = (v1,va,v3) irdnyvektori P(p1,p2,p3) ponton atmend egyenes
tartalmazza az z vektor végpontjat, ha z — OP =t-v valamely
t € R paraméterre (1. abra). Ezek szerint az egyenes paraméteres
egyenletrendszere:

r1=p1+t-v;
To=p2+1l-v2
x3=p3+1t-vs
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(a) Adjuk meg az A(1,4,0) és a B(2,2,5) pontokon atmend e /

1. Feladat:
egyenes paraméteres egyenletrendszerét. >
(b) Adjuk meg az A(0,3,5) ponton atmend u = (7,2, 3) vek- (g]
torral parhuzamos f egyenes paraméteres egynletrendsze- s
rét.
Megoldds: X

(a)

1. abra. Az egyenes.

Az egyenes egy pontja példaul A(1,4,0), az iranyvektora v =
AB = OB — OA = (1,-2,5). Igy az e egyenes paraméteres egyen-

letrendszere:
r3=04+1-5.
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2. dbra. Egyenes két pontja.

tartalmazo S sik egyenletét.

(b)

Az egyenes egy pontja A(0,3,5), egy iranyvektora pedig, mivel
az egyenes parhuzamos az u vektorral maga u = (7,2,3). Igy az e
egyenes paraméteres egyenletrendszere:

To=3+1-2 (1.1)
r3=5+1t-3.

2. Sikok

Egy S sikot megadhatunk egy pontjaval P(p1,p2,p3) és a rd me-
réleges vektorok iranyaval (egy n = (n1,no,ng) normalvektorral).
Ekkor az z = (z1, 22, x3) vektor végpontja benne van a sikban, ak-
kor és csak akkor, hogyha az z — OP L n. Jeloljik az z — OP
vektort w-vel. w 1 n akkor és csak akkor, ha wn = 0, vagyis, ha
(z1=p1)n1+(r2—p2)ns+(z3—ps)ns = 0, vagyis n1z1 +naz2+n3zs =
piny + pang + p3ng.

2. Feladat: (a) Adjuk meg az A(0,—7,0) ponton 4&tmens x +2y+2z = 13

egyenlett S sikra meréleges e egyenes paraméteres egyen-
letrendszerét.

(b) Adjuk meg az A(-2,0,3), B(5,1,0) és C(2,3,1) pontokat

Megoldds:



(a) Lasd 2. abra. Mivel az e egyenes merdleges az S sikra ezért az iranyvektora a sik normalvektora lesz, ami
n = (1,2,2). Az egyenes egy pontja A(0,—7,0). Igy az e egyenes paraméteres egyenletrendszere:

1 =04+1

To = —7 + t- 2

(b) Lésd 3. abra. A sik két (nem parhuzamos) vektora AB = (7,1, —3) és AC = (4,3, —2). A sik egy normalvektora
merdleges ezekre, tehat a normélvektort megkaphatjuk, mint AB x AC' = (—11,2,17). A sik egy pontja A(—2,0,3),
igy az egyenes egyenlete: (x +2)(—=11) 4+ (y +0)2 + (z — 3)17 = 0, vagyis —11z + 2y + 17z = 73.

3. Feladat (Két sik hajlasszoge): Adjuk meg az Sy :x +y =9 és az Sy : 2 + y — 172 = 4 sikok hajlasszogét.
Megoldds:

Lasd 4. &bra. Keressiik azon v, és v, vektorok kozrezart o sz6gét,
amelyekre teljesiil, hogy

e v, rajta van az S, és v, rajta van az Sy sikon,
e a két vektor merdleges a két sik metszeteként elGallo egyenesre.

Az els§ pontbol kovetkezik, hogy v, L n; és vy L n,, a masodikbol
pedig, hogy v; és vy az n; és n,y sikjaban van. Ezekbdl kovetkezik,
hogy a v, és v, altal bezart szo6g megegyezik az n,; és n, altal bezart
szoggel.

Az n, és n, altal bezart « szoget megallapithatjuk példaul a skalaris
szorzatuk segitségéval a kovetkezd modon:

1 Ny 3 1
cos(a) = = =—. (2.1)
lnallne| - V2V V2
Ebbél kapjuk, hogy a két sik altal bezart o szog v = Z. 3. abra. Stk egyenlete annak hdrom pontjabol.

4. Feladat (Pont és sik tavolsaga): Adjuk meg a P(0,—1,0) pont és a
2z 4+ y + 2z = 4 egyenletd S sik tavolsigat.

Megoldds:

Lasd 5. abra. Az S sik és a P pont tavolsagat ugy kapjuk meg,
hogy kiszamoljuk a pont és a sikban a ponthoz legkdzelebb es6 M pont d tévolsagat. Az M pont az S sik és az S-re
merdleges P ponton atmend e egyenes metszéspontja.
1. 1épés: Az S-re merdleges P-n dtmend e egyenes egyenletrend-
szerének meghatarozésa:
Mivel e merdéleges S-re, e irdnyvektora megegyezik az S normal-
vektoraval. Vagyis egy lehetséges egyenletrendszert kapunk:

1 =0+1-2 n, N
> N

r3=04+1-2.

2. lépés: Az S sik és az e egyenes M metészpontjanak meghata-
rozasa.

M azon vektor végpontja mely kielégiti az egyenes egyenletrend-
szerét és a sik egyenletét is, ezért behelyettesitjiik a sik egyenletébdl 4. abra. két sik hajlasszoge.
az egyenes egyenletrendszerébsl kapott értékeket és keressiik azt a
tar paramétert, melyre 2-2 -ty +tyr — 1+ 4ty = 4, vagyis ty = g.
Visszahelyettesitva az e egyenes egyenletrendszerébe kapjuk, hogy
M= (L0 _4 10

9° 9179/
3. lépés: P és M tavolsaga.
A P és az M pont tavolsaga a PM = OM — OP = (19—0, g, %) vektor hossza, vagyis |[PM| = %.

5. Feladat (Pont és egyenes tavolsaga): Adjuk meg az P(1,2,1) pont és az e : x = 4t,y = —t, z = 2t + 2 egyenes tavolsagat.
Megoldds:



Lasd 6. abra. Az e egyenes és a P pont tavolsdga a pont és az egyenesen a ponthoz legkézelebbi M pont tavolsaga. Ha
tudjuk az e egyenes egy @ pontjat, akkor, mivel az M QP haromszog M pontjanal levs szog derékszog, a haromszog M P
oldalanak hosszat megkapjuk, mint a PQ oldal hossza és a @) pontnal fekvs szog szinuszanak szorzata. Az e egyenes v
irdnyvektora v = (4, —1,2) és egy pontja a Q(0,0,2) pont. A Q pontnal fekvé « szdg a v iranyvektor és QP = (1,2, —1)

P 4 . . , . L. ” o QPQ o 0 .
vektorok altal bezart szog, melynek koszinuszat megkaphatjuk a skalaris szorzatboél. cosa = 0Pl — VovaT® Vagyis

M = @, tehat az egyenes és a pont keresett d tavolsaga egyenld a Q(0,0,2) és a P(1,2,1) pont tavolsagaval, ami a
QP vektor hossza, vagyis \/(6)

5. abra. Sik és pont tavolsaga.

6. Feladat (Két sik metszeteként el6allo egyenes egyenlete): Adjuk meg az x — 2y + z = 12 egyenlet6 S; és a y + 2z = —6
egyenletii Sy sik metszeteként elGallo e egyenes egyenletét.

Megoldds:

1. lépés: az iranyvektor meghatarozasa.

Lasd: 7. dbra. Mivel az e egyenest mindkét sik tartalmazza ezért
e iranyvektora merdleges lesz az Sy sik n; és az Sy sik n, normal-
vektorara. Igy a v irdnyvektort megkaphatjuk, mint az n, és n,
vektorialis szorzata. Jelen esetben v = n; X n, = (=5, —-2,1).

2. 1épés: egy pont meghatarozasa.

Olyan pontot keresiink melyet Sy és Ss is tartalmaz. Vagyis egy
olyan P(p1, p2,p3) pontot, melyre:

p1—2p2 +p3 =12
po + 2p3 = —6. 6. abra. Pont és egyenes tavolsaga.

Rogzitsiik pi-t 0-nak, ekkor a kdvetkezs egyenletrendszert kapjuk:

—2p2 +p3 =12
p2 + 2p3 = —6.
melynek megoldéasa po = —6, p; = 0, vagyis az egyenes egy pontja a P(0,—6,0).

3. lépés: az egyenletrendszer felirasa.
Az e egyenes egy iranyvektora v = (—5,—2, 1) és egy pontja P(0,—6,0), tehat egy egyenletrendszere:

I1:75t
T — —6 — 2t
&C3:t.



7. abra. Sikok metszete.
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